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2 DGLN N-TER ORDNUNG

1 Einführung

1.1 Gewöhnliche DGLn erster Ordnung
• F (x, y, y′) = 0: implizite DGL

• f(x, y) = y′: explizite (nach der höchsten vorkommenden Ableitung aufgelöste) DGL

• Anfangswertproblem:
{
y′ = f(x, y)
y(x0) = y0

1.1.1 Isoklinenmethode

• Isoklinen (Neigungslinien) sind Kurven, für die y’ einen konstanten Wert c besitzt.

• implizit durch y′ = f(x, y) = c definiert

• Vorgehen: Mehrere Isoklinen einzeichnen, zwischen den Mitten zweier Isoklinen entsprechende Steigung
⇒ Polygonzug

1.1.2 Separierbare DGLn

• y′ = f(x, y) ist separierbar, falls f(x, y) = g(x) · h(y)

1. singuläre/ konstante Lösung
Ist η Nullstelle von h(y), so ist y(x) = η (const.) eine Lösung der DGL

2. Allgemeine Lösung: Trennung der Veränderlichen
y′ = dy

dx = g(x)h(y)⇒
∫

dy
h(y) =

∫
g(x)dx

• Auflösen nach y ergibt Lösung mit Parameter c (Integrationskonstante)

1.2 Lineare DGLn erster Ordnung
• y′ + a(x)y = b(x)

– DGL homogen: b(x) = 0
– DGL inhomogen: b(x) 6= 0

• Lösungsverfahren

1. Lösen der homogenen Gleichung mit yh(x) = c · e−
∫
a(x)dx, c ∈ R

2. Bestimmung einer Lösung der inhomogenen Gleichung mit yp(x) = e−
∫
a(x)dx ·

∫
b(x) · e

∫
a(x)dxdx

3. Alle Lösungen der inhomogenen DGL: y(x) = yh(x) + yp(x)

2 DGLn n-ter Ordnung
• implizit: F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0

• explizit: y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n))

2.1 DGLn n-ter Ordnung als n DGLn 1. Ordnung schreiben

• Y (x) =

y1(t)...
yn(t)

 :=

 y(t)
...

y(n−1)(t)

⇔ Y ′(x) =

y
′
1(t)
...

y′n(t)

 =

 y′(t)
...

y(n)(t)

 =

 y2(t)
...

y(n)(t)



• Transformatoin der AB: Y (t0) =

y1(t0)...
yn(t0)

 =

 y(t0)
...

y(n−1)(t0)


• Lösen: y′n(t) lösen und anschließend integrieren bis y1(t)
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3 ELEMENTAR LÖSBARE DGLN

2.2 Lineare DGLn n-ter Ordnung
• Ln[y] := y(n) + an−1(x)y

(n−1) + ...+ a1(x)y
′ + a0(x)y = b(x)

• b(x) = 0⇔ homogen, b(x) 6= 0⇔ inhomogen

• Lösungsmethoden

– Ln[y] = 0 besitzt n linear unabhängige Lösungen y1(x), ..., xn(x).
allgemeine Lösung: yh(x) = c1y1(x) + ...+ cnyn(x), ci ∈ R

– Die auf (a,b) gegebenen Lösungen y1(x), ..., yn(x) von Ln[y] sind linear unabhängig

⇔ det


y1(x) . . . yn(x)
y′1(x) . . . y′n(x)

...
. . .

...
y
(n−1)
1 (x) . . . y

(n−1)
n (x)


︸ ︷︷ ︸

=W (x) Wronski-Determinante

6= 0 für ein x ∈ (a, b)

– Reduktionsverfahren von d’Alembert:
Gegeben: homogene DGL n-ter Ordnung, y1(x) 6= 0 eine Lösung von Ln[y] = 0
Dann: Ansatz y(x) = z(x)y1(x)⇒ y′ = z′y1 + zy′1 ⇒ y′′ = z′′y1 + 2z′y′1 + zy′′1 , z(x) 6≡ 0
liefert eine weitere, zu y1(x) linear unabhängige Lösung von Ln[y] = 0

– Fall n=2: y1(x) bekannte Lösung ⇒ y2(x) = y1(x)
∫

1
y21(x)

e−
∫
a1(x)dxdx ist weitere Lösung

– Fall n=2: Partikulärlösung: yp(x) = −y1(x)
∫ y2(x)b(x)
W (y1,y2)

dx+ y2(x)
∫ y1(x)b(x)
W (y1,y2)

dx

– Allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung: y(x) = yh(x) + yp(x)

2.3 Lin. DGLn n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
• Ln[y] = y(n) + an−1y

(n−1) + ...+ a1y
′ + a0y = b(x)

• Lösung der hom. DGL

– charakteristisches Polynom: p(λ) = λn + an−1λ
n−1 + ...+ a1λ+ a0

– µ ∈ R s-fache Nullstelle von p ⇒ eµx, xeµx, ..., xs−1eµx sind s reelle, l.u. Lösungen von Ln[y] = 0

– α+ iβ s-fache Nullstelle von p ⇒ eαx cos(βx), xeαx cos(βx), ..., xs−1eαx cos(βx),
eαx sin(βx), xeαx sin(βx), ..., xs−1eαx sin(βx) sind 2s reelle, l.u. Lösungen von Ln[y] = 0

• Partikulärlösung (Ansätze vom Typ der rechten Seite)

– b(x) = q(x)eµx (q: Polynom m-ten Grades, µ: t-fache Nullstelle von p)
⇒ yp(x) = xt(c0 + c1x+ ...+ cmx

m)eµx

– b(x) = q(x)eαx cos(βx) oder b(x) = q(x)eαx sin(βx) (q: Polynom m-ten Grades, α + iβ t-fache
Nulstelle von p) ⇒ yp(x) = xteαx(cos(βx)(co + c1x+ ...+ cmx

m) + sin(βx)(d0 + d1x+ ...+ dmx
m))

– Lösen durch Koeffizientenvergleich

3 Elementar lösbare DGLn

3.1 DGLn vom Typ y′ = g( y
x
)

• y′ = f(x, y) = g( yx ) ⇒ Substitution: u(x) = y(x)
x ⇔ y(x) = xu(x)⇒ y′(x) = xu′(x) + u(x) = g(u)

⇒ u′(x) = g(u)−u
x ⇒ Lösen mit TdV und Resubstitution

3.2 Die Bernoulli’sche DGL
• y′ + a(x)y + b(x)yα = 0⇒ (Multiplikation mit (1− α)y−α ⇒) Substitution: u(x) = y(x)1−α

⇒ u′ + (1− α)a(x)u = (α− 1)b(x)⇒ DGL erster Ordnung
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5 PERIODISCHE FUNKTIONEN

3.3 Die Riccati’sche DGL
• y′ + a(x)y + b(x)y2 = h(x)

• Lösung y1(x) bekannt ⇒ durch Einsetzen von y(x) := z(x) + y1(x) in Bernoulli-DGL umschreiben
⇒ z′ + (a(x) + 2b(x)y1(x))z + b(x)z2 = 0⇒ y(x) ausrechnen

3.4 Die Euler’sche DGL
• DGL der Art xny(n) + an−1x

n−1y(n−1) + ...+ a1xy
′ + a0y = b(x)

• Substitution: x = et, u(t) = y(et)⇒ lin. DGl mit konst. Koeff.

4 Potenzreihenlösungen von gewöhnlichen DGLn

4.1 Reihendarstellung von Funktionen

• sinx =
∑∞
k=0

(−1)k
(2k+1)!x

2k+1

• cosx =
∑∞
k=0

(−1)k
(2k)! x

2k

• ex =
∑∞
k=0

xk

k!

4.2 Lösen von DGLn mit unendlichen Reihen
• Potenzreihe mit Entwicklungsstelle x0 : y(x) =

∑∞
k=0 ak(x− x0)k,→ y′(x) =

∑∞
k=1 kak(x− x0)k−1,

→ y′′(x) =
∑∞
k=2 k(k − 1)ak(x− x0)k−2 =

∑∞
k=0(k + 2)(k + 1)ak+2(x− x0)k (i.Allg. x0 = 0)

• Einsetzen in DGL liefert Rekursionsformel

• Anfangsbedingungen liefern Werte für ak+n

• Allgemeines ak mit vollständiger Induktion bestimmen, in Reihe einsetzen

5 Periodische Funktionen

5.1 Periodizität
• f p-periodisch ⇔ f(x+ p) = f(x) für alle x ∈ R

• f p-periodisch ⇒ f np-periodisch

• primitive Periode: kleinstmögliches p

• für p-periodische Funktionen f1(x), f2(x), bel. g(x) mit Wf1 ⊂ Dg gilt:

– u(x) = f1(x)± f2(x) ist p-periodisch
– v(x) = f1(x) · f2(x) ist p-periodisch
– w(x) = f1(αx), α > 0 ist p

α -periodisch

– y(x) = f1(x)± f2(αx) ist p
α -periodisch

– z(x) = g(f1(x)) ist p-periodisch
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6 NUMERISCHE BEHANDLUNG GEWÖHNLICHER DGLN

5.2 Fourier-Reihen
• Für p-periodische Funktion f und Intervall I der Länge p gilt:
F (x) = a0 +

∑∞
k=1(ak cos(

2kπ
p x) + bk sin(

2kπ
p x))

– a0 = 1
p

∫
I
f(x)dx

– ak = 2
p

∫
I
f(x) cos( 2kπp x)dx

– bk = 2
p

∫
I
f(x) sin( 2kπp x)dx

• f ungerade ↔ ak = 0 für k ≥ 0

• f gerade ↔ bk = 0 für k ≥ 1

5.3 Dirichlet-Bedingungen
1. f ist p-periodisch

2. f hat im Intervall [−p2 ,
p
2 ) höchstens endlich viele Unstetigkeitsstellen

3. f ist im Intervall [−p2 ,
p
2 ) in endlich viele monotone Teilintervalle zerlegbar

• Falls Bed. erfüllt, konvergiert die Fourier-Reihe für alle x ∈ R und es gilt

F (x0) =

{
f(x0) falls f in x0 stetig
1
2 (limx→x−

0
f(x) + limx→x+

0
f(x)) sonst

6 Numerische Behandlung gewöhnlicher DGLn

6.1 Picard-Iteration
• Geg: AWP der Form y′ = f(x, y), y(x0) = y0

• Iteration: yk+1(x) := y0 +
∫ x
x0
f(t, yk(t))dt, k = 0, 1, ...

6.2 Explizites Euler-Verfahren
• Geg: f, x0, y0, b, n, h := b−x0

n

• Iteration: yk+1 := yk + hf(xk, yk), xk+1 := xk + h, k = 0, 1, ...n− 1

6.3 Taylor-Verfahren p-ter Ordnung
• Wie explizites Euler-Verfahren, aber mit Taylor-Polynom als Approximation

• yk+1 := Tp(xk + h) =
∑p
j=0

1
j!h

jy(j)(xk), xk+1 := xk + h

– y′ = f(x, y(x))

– y′′ = fx(x, y) + fy(x, y)f(x, y)

– y′′′ = fxx + fxyf + (fyx + fyyf)f + fy(fx + fyf)

6.4 Implizites Euler-Verfahren
• Geg: f, x0, y0, b, n, h := b−x0

n

• Iteration: xk+1 := xk + h, yk+1 := yk + hf(xk+1, yk+1) nach yk+1 auflösen (k = 0, 1, ...n− 1)

6.5 Modifiziertes Euler-Verfahren
• Geg: f, x0, y0, b, n, h := b−x0

n

• Iteration: yk+1 := yk + hf(xk +
h
2 , yk +

h
2 · f(xk, yk)), xk+1 := xk + h
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8 PARTIELLE DGLN

6.6 Klassisches Runge-Kutta-Verfahren
• Geg: f, x0, y0, b, n, h := b−x0

n

• Iteration: yk+1 := yk +
h
6 (K1 + 2K2 + 2K3 +K4), xk+1 := xk + h, k = 0, 1, ...n− 1

– K1 = f(xk, yk)

– K2/3 = f(xk +
h
2 , yk +

h
2K1/2)

– K4 = f(xk + h, yk + hK3)

7 Rand- und Eigenwertprobleme
• RWP: Nicht alle benötigten Randwerte bekannt, sondern z.B. zwei Funktionswerte ⇒ Funktion nicht

immer (eindeutig) bestimmbar

• EWP: hom. lin. DGL enthält Faktor λ ⇒ ges.: Werte für λ, die nichttriviale Lsg. (= Eigenfunktion)
ergeben

8 Partielle DGLn

8.1 1. Anfangsrandwertproblem der Wärmeleitungsgleichung
• Wärmeleitungsgleichung: ut(x, t) = a · uxx(x, t), 0 ≤ x ≤ l, t > 0 Anfangsbed.: u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l,

Randbed.: u(0, t) = ψ1(t), u(l, t) = ψ2(t), t > 0

– Übergangsbed: u(0, 0) = ϕ(0) = limt→0+ ψ1(t), u(l, 0) = ϕ(l) = limt→0+ ψ2(t)

• Reihenansatz: u(x, t) =
∑∞
k=1 ck sin(

kπx
l )e−

k2π2at
l2

• ck = 2
l

∫ l
0
ϕ(x) sin(kπxl )dx oder durch Abgleichen mit ϕ (:=reine Sinusfunktion) liefert u(x,t)

8.2 1-dim homogene Wellengleichung
• DGL: utt = c2uxx

• allg. Lsg: u(x, t) = χ(x+ ct) + ψ(x− ct)

• d’Alembert’sche Lsg des AWP: u(x, t) = 1
2 (ϕ1(x+ ct) + ϕ1(x− ct)) + 1

2c

∫ x+ct
x−ct ϕ2(s)ds

mit u(x, 0) = ϕ1(x), ut(x, 0) = ϕ2(x)

• Abhängigkeitsgebiet: [x0 − ct, x0 + ct]

8.3 Differenzenverfahren für die inhomogene Potentialgleichung (Poissongleichung)
• DGL: uxx + uyy = f(x, y) für (x, y) ∈ intD, u(x, y) = g(x, y) für (x, y) ∈ ∂D

• Gebiet D mit Gitter (Gitterkonstante k = 1
n , n ∈ N) und Gitterpunkten (xi, yj) = (ih, jh), i, j = 1, ..., n

überdecken

• Näherungswerte uij ≈ u(xi, yj) : ui,j−1+ui−1,j−4ui,j+ui+1,j+ui,j+1

h2 = f(xi, yj)→ (n− 1)2 Gleichungen
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