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1 Einfiihrung

1.1 Gewohnliche DGLn erster Ordnung
e F(z,y,y’) = 0: implizite DGL
o f(x,y) =y': explizite (nach der héchsten vorkommenden Ableitung aufgeloste) DGL

y = f(x,y)

e Anfangswertproblem:
& P { y(w0) = vo

1.1.1 Isoklinenmethode
e Isoklinen (Neigungslinien) sind Kurven, fiir die y’ einen konstanten Wert ¢ besitzt.
e implizit durch ¢ = f(z,y) = ¢ definiert

e Vorgehen: Mehrere Isoklinen einzeichnen, zwischen den Mitten zweier Isoklinen entsprechende Steigung
= Polygonzug

1.1.2 Separierbare DGLn
e y' = f(x,y) ist separierbar, falls f(z,y) = g(z) - h(y)

1. singulére/ konstante Losung
Ist n Nullstelle von h(y), so ist y(x) = 7 (const.) eine Losung der DGL

2. Allgemeine Losung: Trennung der Verdnderlichen
v =% =g@hy) = [ 175 = [ g(z)dz

e Auflosen nach y ergibt Losung mit Parameter ¢ (Integrationskonstante)

1.2 Lineare DGLn erster Ordnung
o ¥ +ale)y = blx)
— DGL homogen: b(x) = 0
— DGL inhomogen: b(x) # 0

e Losungsverfahren

1. Losen der homogenen Gleichung mit y(z) = ¢- e~/ @®@)dz ¢ c R
2. Bestimmung einer Lésung der inhomogenen Gleichung mit y, () = e~/ @@ . [p(z) - ef a(@)dz gy

3. Alle Losungen der inhomogenen DGL: y(z) = yn(z) + yp()

2 DGLn n-ter Ordnung
e implizit: F(z,y,y’, e y™M) =0

e explizit: y(") = f(z,y,vy, -~-ay(n))

2.1 DGLn n-ter Ordnung als n DGLn 1. Ordnung schreiben

y1(t) y(t) Y1 (t) y'(t) Y2 (t)
o Y(z)= = sY'(x) = = =
Yn(t) y( (1) Yn (1) y™(t) y™ (1)

y1(to) y(to)
e Transformatoin der AB: Y () = : = :

mto))  \y™ (ko)

e Losen: y/ (t) 16sen und anschlieffend integrieren bis y;(t)
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2.2 Lineare DGLn n-ter Ordnung
o Lnfy] ==y +an—1(2)y" "V + .. + ar(z)y’ + ao(z)y = b(x)
e b(z) = 0 < homogen, b(z) # 0 < inhomogen
e Losungsmethoden

— L,[y] = 0 besitzt n linear unabhéngige Losungen y; (2), ..., 2, ().
allgemeine Losung: yp(z) = c1y1(z) + ... + cpyn(x), ¢; €R

— Die auf (a,b) gegebenen Losungen yi (z), ..., yn(x) von L, [y] sind linear unabhéngig

yi(z) o yal@)
vi@) . (@)
< det : . : # 0 fiir ein = € (a,b)
gV @)y (@)

=W (xz) Wronski-Determinante
— Reduktionsverfahren von d’Alembert:
Gegeben: homogene DGL n-ter Ordnung, y1(x) # 0 eine Losung von Ly, [y] =0
Dann: Ansatz y(z) = z(x)y1(x) = ¢ = 2'y1 + 2] = v = 2"y + 22"y + 297, 2(z) Z0
liefert eine weitere, zu y (x) linear unabhéngige Lésung von L,[y] =0

— Fall n=2: y;(x) bekannte Losung = ya2(z) = y1(x) f e~ Ja@)dz gy ist weitere Losung

( )

f y2(2)b(z) 4

yi(z)b(z
W(y1,y2) x+y f

W(y17y2)
— Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung: y(z) = yn(x) + yp(2)

— Fall n=2: Partikulérlésung: y,(z) = —y1(z

2.3 Lin. DGLn n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
o Loyl =y™ +an_ 1y D 4 ..+ ary + apy = b(x)
e Losung der hom. DGL

— charakteristisches Polynom: p(A) = A" + a, 1 A" "1 + ... + a1\ + ap
— 1 € R s-fache Nullstelle von p = €% xel® ... 25 1el? sind s reelle, Lu. Lésungen von Ly [y] = 0

— a + if s-fache Nullstelle von p = e cos(Bz), ze*® cos(Bx), ..., 25~ 1e®® cos(Bx),
e sin(Bz), ze* sin(Bz), ..., 25~ 1e®® sin(Bz) sind 2s reelle, Lu. Lésungen von Ly [y] = 0

e Partikulérlosung (Ansétze vom Typ der rechten Seite)

— b(z) =q(z )e‘““ (q: Polynom m-ten Grades, pu: t-fache Nullstelle von p)
= yp(x) = 2'(co + 1z + ... + cppz™)er

— b(x) = q(x)e*® cos(fzx) oder b(x) = q(x)e**sin(fz) (q: Polynom m-ten Grades, o + i3 t-fache
Nulstelle von p) = y,(x) = z'e**(cos(Bx)(co + 17 + ... + ™) + sin(Bz)(do + dix + ... + dpz™))

— Losen durch Koeffizientenvergleich
3 Elementar losbare DGLn
3.1 DGLn vom Typ y' = g(¥)

o y = f(x,y) = g(£) = Substitution: u(z) = @ S y(z) = zu(z) = ¢'(x) = zu/(x) + u(z) = g(u)
= u(z) = W = Losen mit TdV und Resubstitution

3.2 Die Bernoulli’sche DGL

e v +a(z)y + b(x)y® = 0 = (Multiplikation mit (1 — a)y~* =) Substitution: u(x) = y(z)! =«
=u 4+ (1 — a)a(z)u = (o — 1)b(z) = DGL erster Ordnung
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3.3

3.4

4
4.1

5)
5.1

J.H.

Die Riccati’sche DGL
Y +a(@)y + b(x)y* = h(z)
Losung y; (z) bekannt = durch Einsetzen von y(z) := z(z) 4+ y1(z) in Bernoulli-DGL umschreiben
= 2/ + (a(x) + 2b(x)y1(2))z + b(x)2? = 0 = y(z) ausrechnen
Die Euler’sche DGL
DGL der Art 2"y™ + a, 12" 'y + . +ajzy’ + apy = b(z)

Substitution: z = e, u(t) = y(e') = lin. DGI mit konst. Koeff.

Potenzreihenlosungen von gewohnlichen DGLn

Reihendarstellung von Funktionen

(=D ok+1
sinz = 7,7, (2k+1)'x

1
COST =Y e ((%; w2k

k
T __ oz
e’ =2 kto &

Losen von DGLn mit unendlichen Reihen

Potenzreihe mit Entwicklungsstelle g : y( )= e ak(z —z0)*, = vy (x) = Yoo kag(z — x0)k 1,
(@) = Y5 k(k — Da(e — 20)" 2 = 57 o0k + 2)(k + Dansa(w — 20)* (LAllg. 7o = 0)

FEinsetzen in DGL liefert Rekursionsformel
Anfangsbedingungen liefern Werte fiir agyn,

Allgemeines a; mit vollstandiger Induktion bestimmen, in Reihe einsetzen

Periodische Funktionen
Periodizitat
f p-periodisch < f(z 4 p) = f(x) fir alle x € R
f p-periodisch = f np-periodisch
primitive Periode: kleinstmdogliches p
fiir p-periodische Funktionen fi(z), fo(z), bel. g(z) mit Wy, C Dy gilt:
— u(z) = f1(z) = fa(z) ist p-periodisch
= v(z) = fi(z) - f
— w(z) = fi(awr),a > 0 ist L-periodisch

= fi(z)  fa(ax) ist E-periodisch
= g(f1(z)) ist p-periodisch

2(z) ist p-periodisch
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5.2 Fourier-Reihen

e Fiir p-periodische Funktion f und Intervall I der Lénge p gilt:
F(z)=ao+ > poy(ak 005(2]€7r ) + by sin(%“x))

- aozlfl f(x)dz

—ay = 7f1 x) cos( 2’” r)dx

— by = 2f1 x) sin( 2’” x)dz
e fungerade <+ ap =0 fiir k >0

o fgerade - b, =0flr k> 1

5.3 Dirichlet-Bedingungen
1. fist p-periodisch
2. f hat im Intervall [-£, 2) hochstens endlich viele Unstetigkeitsstellen

2
3. fist im Intervall [-£, %) in endlich viele monotone Teilintervalle zerlegbar

e Falls Bed. erfiillt, konvergiert die Fourier-Reihe fiir alle x € R und es gilt
f(xo) falls f in z( stetig
F(l‘o) =
1 (lim,, o5 f(2) +lim,_ + f(x)) sonst

6 Numerische Behandlung gewohnlicher DGLn

6.1 Picard-Iteration
e Geg: AWP der Form y' = f(x,y), y(xo) = yo

o Iteration: yiy1(z) := yo +fw Ft,ye(®)dt, k=0,1, ...

6.2 Explizites Euler-Verfahren
i Geg: f?x()vyOab,n,h = b=mzo

n

e Iteration: ygt1 := yr + hf(zk, yx), Tpt1 =z +h, k=0,1,.n—1

6.3 Taylor-Verfahren p-ter Ordnung
o Wie explizites Euler-Verfahren, aber mit Taylor-Polynom als Approximation
o Yuy1 = Tplz +h) = 30 b7y (ar), opsr = an +h
—y' = flz,y(2))

- y// = fa:(xay) + fu($7y)f(‘r7y)
"= fox + foyf + (fya + Loy )+ Fy(fo + fy f)

6.4 Implizites Euler-Verfahren

b Geg: f7 xOvyOabanyh = bogzo

n

o Iteration: xp+1 =z + by, Ykt1 := yx + Af(Tk+1, Yp+1) nach ygiq auflésen (k=0,1,..n — 1)

6.5 Modifiziertes Euler-Verfahren

b Geg: f7 x07y0ub7n7h = b=zo

n

o Iteration: yi1 := yp + hf(zk + 2, yu + & - flzr,yn)), Thgpr =2k +h
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6.6 Klassisches Runge-Kutta-Verfahren
b Geg: faw07y0ab>n7h = b_%
e Iteration: yr41 := yr + %(Kl +2K9 +2Ks+ Ky), Tgq1:=xp+h, k=0,1,..n—1
— K1 = f(zk, yx)
— Koy = flan+ 2 ye + 2Ky )
— Ky = f(zp + h,yr + hK3)

7 Rand- und Eigenwertprobleme

e RWP: Nicht alle benétigten Randwerte bekannt, sondern z.B. zwei Funktionswerte = Funktion nicht
immer (eindeutig) bestimmbar

e EWP: hom. lin. DGL enthilt Faktor A = ges.: Werte fiir A, die nichttriviale Lsg. (= Eigenfunktion)
ergeben

8 Partielle DGLn

8.1 1. Anfangsrandwertproblem der Wirmeleitungsgleichung

e Wirmeleitungsgleichung: us(x,t) = a - gy (x,t),0 < 2 < I, > 0 Anfangsbed.: u(z,0) = ¢(z),0 < x <,
Randbed.: u(0,t) = ¢1(t),u(l,t) = a(t),t >0

— Ubergangsbed: u(0,0) = ¢(0) = limy 04 91 (t), u(l,0) = @(I) = lim; 04 1a(t)

22
e Reihenansatz: u(z,t) = > oo cpsin(E72)e” e

= %fol () Sin(k’l’—x)dx oder durch Abgleichen mit ¢ (:=reine Sinusfunktion) liefert u(x,t)

8.2 1-dim homogene Wellengleichung
e DCGL: uy = Puyy
e allg. Lsg: u(x,t) = x(x + ct) + ¢(z — ct)

o d’Alembert’sche Lsg des AWP: u(z,t) = £ (p1(z + ct) + o1(z — ct)) + 5 f:fj wa(s)ds
mit u(x,0) = p1(x), u(z,0) = pa(x)

e Abhéngigkeitsgebiet: [xg — ct, zg + ct]

8.3 Differenzenverfahren fiir die inhomogene Potentialgleichung (Poissongleichung)
o DGL: uyy + uyy = f(z,y) fir (z,y) € intD, u(z,y) = g(z,y) fir (z,y) € 0D

e Gebiet D mit Gitter (Gitterkonstante k = %,n € N) und Gitterpunkten (x;,y;) = (ih,jh),i,j =1,..,n
tiberdecken

Wig—1FUi—1,5—4Ui gt Uit1, 5+ Ui j+1
h2

e Naherungswerte u;; ~ u(x;,y;) = f(zs,y5) = (n —1)? Gleichungen
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